Kertaustehtivat

1. ¢) Levyn kiertokulma on ¢, = %atf = % -0,15 rad/s* - (16 5)* =19 rad.

2. a) Ratanopeus on v = @r = 15l -0,035m = 53 cs.
s

3. b) Tasapainoasemassa palloon kohdistuvat paino G ja langan jinnitysvoima 7 . Pallon

liikeyhtild on Y F = ma,. Kun suunta ylds on positiivinen, saadaan skalaariyhtilo
2
v e .
T — G = m—. Langan jénnitysvoiman suuruus on
r

g (4,7m/s)’

T=m>+mg =0,065kg- +0,065kg-9,81m/s> =~ 4,9N.
r

2

4. c) Saranoihin vaikuttava momentti on molemmissa tapauksissa yhté suuri.

Yhtélosti M, = M, eli F,r, = Fir, saadaan tyontdvoiman suuruudeksi

Fr, 87N-1,30m
A 0,30 m

5. ¢) Tasapainotilanteessa momenttien summa on nolla mink4 tahansa akselin suhteen.

Kun kiertosuunta vastapdivdin on positiivinen, momenttien summa pisteen 4 suhteen on

XM, = Firy — For, = 0. Etuhampaiden puristusvoiman suuruus on

Fr, 720N -30mm
7 120mm

F,= =180N.

llcm

6. b) Tyhjén tolkin painopiste on korkeudella =5,5cm. Pohjalla olevan juoman

korkeus saadaan yhtilostd mr’h =V

Nestepinta on korkeudella

3
pot o 100em s 598448 cm.

w’  w(3,5cm)’

Oletetaan, ettd juoman tiheys on yhtd suuri kuin veden tiheys 1,0 kg/dm’. Silloin juoman

massa on 100 g ja sen painopiste on korkeudella 2,598448cm. =1,299224 cm.
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Koko systeemin painopiste pdyddnpinnan suhteen on korkeudella

_15g-5,5cm+100g-1,299224 cm
115¢g

~1,8cm.

Yo

Kitkamomentin tekema ty0 muuntaa pydrimisen rotaatioenergian potentiaalienergiaksi ja
sylinteriin kohdistuva painon tekema tyo etenemisen translaatioenergian
potentiaalienergiaksi, kun vieriminen tapahtuu liukumatta. Kitka on lepokitkaa. Oletetaan,
ettd liikkevastuksia ei ole. Mekaanisen energian sdilymislain mukaan on

1 1
—mv,” +=Jm,’ = mgh.
2 2
Nousukorkeus on 4 = s-sina, jossa s on vierimismatka. Sijoitetaan mekaanisen energian

sdilymislain yhtdl66n kulmanopeuden ja hitausmomentin yhtélét o, = Yo jaJ = %mﬁ
r

ja ratkaistaan alkunopeus:

lmv2+l-lmr2-(v—0)2—m h
2% 22 r &

1 1
EVOZ +ZV02 = gh

3
Z\/'Oz = gh

v, =\/§gh =\/§gssina =\/§-9,81?~l,2m-sin25° ~2,6m/s.

8. b) Radallaan olevan satelliitin liikeyhtild on Y F = ma, . Kun suunta kohti Maan
2

mM Voo,
=m—, jossa M on Maan
r

2
r

keskipistettd on positiivinen, saadaan skalaariyhtdlo y

massa, m satelliitin massa ja v ratanopeus. Satelliitin ratanopeus on

—11 2 2 24
b [yM _ [6,67259-10™" Nm®/kg’ -5,974-10 KE 7 sk,
P 750km + 6378 km

9. ¢) Kiven nopeus ajan funktiona on v = v, — gt. Lakipisteessd nopeus on v =0 m/s,

Yo o 20ms o0,
g

jolloin nousuaika on ¢ = S~
9,81 m/s

88



10. ¢) Alkunopeuden pystykomponentti on
Vo =V, 8In36° =27 m/s-sin36° ~15,87020 m/s.

Lakipisteessé kappaleen nopeuden pystykomponentti v, =0. Yhtélostd v, =v, —gf=0

) Vo, 15,87020m/s
nousuaikaon f=—=—"—"———

9 8L/’ ~1,61776s . Lentoaika on 2- 1,61776 s = 3,2 s.
g ) 8

11.a) Kiertokulma on 175°=175- %rad ~ 3,1rad.

180°
T

b) Kiertokulma on 15rad =15- ~ 860°.

12. a) Pulsarin kierrosaika on 7 = 1 = ! ~ 1,56 ms.
n 6421/s

Kulmanopeus on @ = 2nn = 21 - 642 1 ~ 4030@.

S S

13. a) Napakelkan ratanopeus on v = %, josta kelkan kierrosaika on

J2m _2mASM 309735~
V 2,5m/s
e 1 1 r
b) Py6rimisnopeus on n=— ,088—

T 1.30973s s

c¢) Newtonin I lain mukaan kelkka jatkaa suoraviivaisesti liikkettddan radan tangentin
suuntaan.

14. a) Pyorin sdde on = 4,25 cm, joten sen pyordhtdessd yhden kierroksen hiihtéja

etenee matkan s = 2zr. Lenkin aikana kierroksia tulee M ~ 37000.

2m-0,0425m
b) Renkaan kulmanopeus on @ =2nn =2n-2,5rad/s = Snrad/s = 15,7 rad/s.
Kiertokulma on ¢ = @t =5nrad/s-6-60s = 5654,86678rad.
Pyoriilijan kuudessa minuutissa pyordilema matka on
s =@r=5654,86678rad-0,34m ~ 1,9 km.

5654,86678 rad
27

Rengas pyordhtda kokonaisia kierroksia ~ 900 kpl.
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15. a) Koska kiekot on yhdistetty luistamattomalla hihnalla toisiinsa, niiden ratanopeudet

ovat yhtd suuret: v, =v, eli o, = w,r,, josta saadaan - =—=. Koska séteiden suhde on
Lo
2 1

n 8,0cm

= = %, kulmanopeuksien suhde on 5:2 (=2,5:1).
r, 20cm 5

b) Kun pienemmén kiekon pydrimisnopeus on 5,0 1/s, sen kulmanopeus on

@, =2nn =2n-5,0rad/s = 31,41593rad/s.

Isomman kiekon kulmanopeus on

n 2

W, =—w = §-31,41593 rad/s = 12,56637 rad/s.

h
Tadmin kulmanopeuden saavuttamiseen kuluu aikaa kiithdyttdmisen alusta lukien

_ Ao 12,56637 rad/s _
a 1,25 rad/s?

At 10s.

16. a) Akselin kulmakiihtyvyys on

o= Aw 4,3rad/s—0,52rad/s
At 2.4s

=1,575rad/s* ~1,6rad/s’.

b) Kiihdytyksen aikana kiertokulma on
Q= w,t +%at2 =0,52rad/s-2,4s+ % -1,575rad/s* - (2,4s)> = 5,784 rad.

180°
T

Kiertokulman suuruus asteina on 5,784 rad = 5,784 - ~ 330°.

17. a) Rummun keskikulmakiihtyvyys aikavélilld 0,0 s...6,0 s on
®,—w, 114rad/s—0,0rad/s 114 rad/s

a, = = =19 rad/s”.
t,—t 6,0s—0,0s 6,0s
rad fg
120
/J

100 //

80 ) //

60 /

40

20 /

t

0
012345678 9s
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b) Jotta keskikulmakiihtyvyys ja hetkellinen kiihtyvyys olisivat yhta suuret, vastaavien
suorien on oltava yhdensuuntaiset. Kuvaajalle kohtaan 2,0 s piirretty tangentti on
yhdensuuntainen keskikulmakiihtyvyyttd kuvaavan suoran kanssa. Niin ollen hetkella
2,0 s hetkellinen kulmakiihtyvyys on sama kuin keskikulmakiihtyvyys vililla
0,0s...6,0s.

18. a) Auton kulmanopeus on @ = Y2 ~ 0,58rad/s.
r 53m
2
()
b) Auton radalla pitdvidn voiman suuruus on F' = m~—=1050 kg- ’53— ~ 18kN.
r m

¢) Auton pitdd radalla (tielld) auton renkaiden ja tienpinnan vilinen lepokitka. Jos kitka
on liian pieni, auto suistuu tieltd. Jos auto ldhtee liukumaan, kyseessa ei ole endé
lepokitka, vaan lepokitka on muuttunut liukukitkaksi.

d) Vaikka auton ratavauhti on vakio, nopeuden suunta kuitenkin muuttuu koko ajan.
Autolla on normaalikiihtyvyyttd, joka suunta on kohti radan keskipistetta.

19. Linnun liikeyhtilé vaakasuunnassa on Y, F, = ma,. Valitaan suunta kohti radan
keskipistettd positiiviseksi.

y
F AAF
a
X
> 7
G
Linnun ratavauhti ympyriradalla on v = 2 _ 27[1.;5 LY 5,8905 m/s. Voiman suuruus
S
2 2
vaakasuunnassa on F, =ma, = m— = 0,32 kg (5’891(:)5& ~0,74022 N.
r m

Koska linnulla ei ole kiithtyvyyttd pystysuunnassa, linnun liikeyhtdld pystysuunnassa on
ZE, =0 eli Fy +G = 0. Kun valitaan suunta ylos positiiviseksi, skalaariyhtilosti

F,—G=0saadaan F =G =mg =0,32kg-9,81m/s’ =3,1392N.

Nostovoiman suuruus on F = [F2 + F} =1/(0,74022 N)* +(3,1392 N)* 32 N.

F. 0774022 N

Nostovoiman suuntakulma pystytasoon ndhden: tan ¢ = =~ =———, josta o = 13°.
F, 3,1392N
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20. a) Oletetaan, ettd kysytyilld hetkilld tangenttikiihtyvyys on nolla. Lentdjdin
kohdistuvat paino G ja penkisti tukivoima N.

b) Lentijin liikeyhtdld on . F = ma, eli N+ G= ma_. Sovitaan suunta kohti radan

keskipistettd positiiviseksi. Ratkaistaan skalaariyhtdlostd N —G = ma, tukivoiman
2

v . . .
suuruus: N =ma, + G = m—+ G. Tukivoiman suuruus voi maksimissaan olla N <9G
r

2 2 2
eli m—+ mg <9mg . Yhtdlosti Yt g<9geli Y <3 g siteen suuruudelle saadaan
r r r

ehto:

2
(220
>y 1> ~2,2km.

“8¢ 8.981m/s>

21. Kun vastusvoimat ovat pienet, autoon kohdistuvat voimat ovat paino ja tienpinnan
tukivoima. Auton radan séteeksi oletetaan kohtisuora etdisyys radan keskipisteeseen.
Auton tielld pitdva kokonaisvoima suuntautuu kaarteen keskipistettd kohti ja on

vaakasuora. Liikeyhtilo vaakasuunnassa on Y. F. = ma, . Pystysuunnassa liikeyhtld on

2 F, =0, koska autolla ei ole kiihtyvyyttd pystysuunnassa.

Kun valitaan suunnat keskipistettd kohti ja ylos positiivisiksi, saadaan skalaariyhtélot

2

Nsina =m>- ja N cos a —mg = 0. Tukivoiman suuruudelle saadaan yhtdlo N = me .
r cosa
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2 2
Kun yhtdlo N = & sijoitetaan yhtdloon N sin«a = m—, saadaan € sina=m— ,

cosa r cosa r
josta vauhdiksi saadaan

V= '8 sina =./rgtana =\/240m-9,81 m/s® -tan12,0° ~ 22 m/s.
cosa

22. Ympyraradalla liikkuvalla veturilla on normaalikiihtyvyyttd ja tangenttikiihtyvyytta,
koska sen ratanopeus muuttuu. Kuviossa veturi litkkkuu myotapaivaan.

Alkutilanne:

Alussa veturin normaalikiihtyvyyden suuruus on

95
Z= m/s)?
g Ge™

~1,2896 m/s*

a —_—
My 540m

ja tangenttikiihtyvyyden suuruus

A 362 m/s—3956 m/s
g, ="t=2 ’ ~—0,88384 m/s’.
At 11s

Veturin kiihtyvyyden suuruus alussa on

a, =Jal +a’, =+/(<0,88384m/s>)> +(1,28958 m/s>)> ~ 1,6 m/s’.
Kiihtyvyyden ja ympyriradan sdteen vélinen kulma:

|a.|_|-0,88384mys?|
Tlag| | 1,2896mvs?

2

tan ¢,

josta kulma ¢, = 34,42559°.

Nopeuden ja kiithtyvyyden vélinen kulma on

B, =90°+ ¢, =90°+34,42559° = 120°.
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Lopputilanne:

Lopussa veturin normaalikiihtyvyyden suuruus on

2
5 (36(; m/sj
a, =2 =~20__J 051440 m/s’
r 540 m

ja tangenttikiithtyvyyden suuruus on yhtd suuri kuin alkutilanteessakin:

60 95

— S
g =2V _36 3.6 L _0.88384m/s’.
Al s

Veturin kiihtyvyys lopussa on

a, =\Ja? + a2, = /(~0,88384m/s?)’ +(0,51440m/s’)* ~1,0m/s>.
Kiihtyvyyden ja ympyriradan siteen vélinen kulma:

| a | |-0,88384ms?|
| | 0,51440m/s>

tan o, , josta saadaan «a, = 59,80034°.

Nopeuden ja kiihtyvyyden vilinen kulma on
B, =90°+a, =90°+59,80034° =~ 150°.

23. Puupalan liikeyhtilé on Y, F = ma , jossa puupalan kiihtyvyys on
normaalikiihtyvyyden ja tangenttikiihtyvyyden vektorisumma: @ =a, +a,.

Puupala pysyy ympyréradalla kitkan F, = uN takia. Sovitaan suunta keskipistettd kohti
positiiviseksi. Skalaariyhtdlo /), = ma saadaan muotoon uN = mya’ +a; eli

[ 2 2
a, +a,

umg =myja’ +a’ , josta kitkakerroin on u =
g
Puupalan normaalikiihtyvyyden suuruus on
an = &'r = (at)’r = (0,25 rad/s* - 6,5 s)* - 1,5 m = 3,96094 m/s*.
Puupalan tangenttikiithtyvyyden suuruus on
ar= or =025 rad/s>- 1,5 m = 0,375 m/s”.

Kitkakerroin on

2+ 2 4 2N\2 2N\2
ﬂ:\/an a, :\/(3,9609 ) + OIS M) o
g

9,81 m/s’
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24. Koska kappale liukuu kitkatta r-sdteisen pallo pintaa alaspdin, voidaan soveltaa
mekaanisen energian sdilymislakia. Esineeseen kohdistuva paino tekee tyotd ja muuntaa

potentiaalienergiaa litke-energiaksi, jolloin saadaan yhtédlo mgh = %mvz. Irtoamishetkella

kappale on pudonnut pystysuunnassa matkan 4 =r—rcosc.

rcosQl

.. 1 1
Sijoittamalla / = » — rcosa yhtiloon mgh = Emv2 saadaan Emv2 =mg(r—rcosa),
josta vauhdin nelié on v* = 2gr(1—cosa).

Kun kappale liukuu pallopinnalla, siteen suunnassa vaikuttavat painon G = mg siteen
suuntainen komponentti pallon keskipistettd kohti ja pinnan tukivoima pallon pinnasta

kappaleeseen. Kappaleen liikeyhtild on Y. F = ma, eli G. + N = ma,. Sovitaan suunta

2
v

pallon keskipistettd kohti positiiviseksi. Sijoitetaan skalaariyhtdloon mgcosa — N =m—
r

vauhdin nelién yhtild v’ =2gr(1—cosa) ja otetaan huomioon, etté kappaleen

irtoamishetkelld tukivoima N = 0 . Saadaan yhtilo mg cosa = mM eli
r

cosa =2(1—-cosa), josta cosa =2 —2cosa jaedelleen 3cosa =2.
Yhtilostd cosa :§ saadaan kulmaksi o ~ 48,2°.

Esineen irtoamiskorkeus pallon alareunasta mitattuna on

r+rcosa =r(l+cos48,2°) ~1,67r.

25. Palloon kohdistuvat heilahduksen aikana langan jéannitysvoima T ja paino G .
Ilmanvastus on pieni, koska pallo on pieni. Pallon liikeyhtild on X F = ma, eli

T +G = ma, . Valitaan suunnat alas ja kohti radan keskipistetti positiivisiksi. Pallo alkaa
poiketa ympyriradalta, kun jinnitysvoima T = 0 . T#lléin kulma on ¢ = 125° — 90° = 35°,

2
Niin ollen skalaariyhtélo saadaan muotoon 0+ G =ma, eli mgsing = mVT

Pallon nopeuden nelidlle saadaan yhtild v* = g/sing .
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Kun pallo alkaa poiketa ympyréradalta, se on noussut korkeudelle # =17+/sin¢g . Alussa
pallolla oli liike-energiaa ja lopussa liike-energiaa ja potentiaalienergiaa. Ympyréradalta
poikkeamisen hetkelld pallolla on vield nopeutta ja siksi potentiaalienergian liséksi liike-
energiaa. Palloon kohdistuva paino tekee tyotd palloon ja muuntaa liike-energiaa osittain
potentiaalienergiaksi.

Mekaanisen energian sdilymislain mukaan on %mvo2 = %mv2 + mgh . Sijoittamalla tdhin

yhtdl66n nopeuden nelion ja nousukorkeuden yhtil6t saadaan

lmvo2 =lm(glsin(p)+mg(l+lsingo) 2
2 2 m

v,) = glsing+2gl+2glsing =3glsinp+2gl = gl(3sinp+2).

Pallon ldhtonopeudeksi saadaan

v, =[gl(3sing+2) = /9,81 m/s* -0,85 m-(3sin35°+2) ~ 5,6 m/s.

26.
s=20m
A A B
77 ()
A L
M
X
F,
B Y
F,
\ /
N

Momentti akselin 4 suhteen on M , =—F, -s =-35N-2,0m =-70 Nm.
Momentti akselin B suhteenon M, = F,-s =55N-2,0m =110Nm.

Voimien resultantin suuruus on R =55 N + 35 N =90 N ja suunta alas. Kaikkien
momenttien vaidntovaikutus on nolla minké tahansa akselin suhteen, Kun kiertosuunta
vastapdivddn on positiivinen, momenttien summa akselin 4 suhteen on

>M,=Nx-F,s=0.
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Resultanttivoiman suhteen vastakkaissuuntaisen voiman N vaikutussuoran paikka
akselista 4 lukien on
F,s 35N-2,0m

~0,78m.
N 90N

X =

27.

|

Leenan ja isdn tulee asettua eri puolille tukipistettd eli laudan keskikohtaa 4. Olkoon isidn
etdisyys tukipisteestd x. Jotta lauta pysyy tasapainossa, on momenttien summan oltava
nolla minké tahansa laudan akselin suhteen eli >, M = 0. Kun suunta vastapdivdaan on

positiivinen, keskipisteen suhteenon > M, =M, -M, . =0 eli

Leena

Gy Xx—Gppp - 3,0m =0.

Leena

Isdn etdisyys tukipisteestd on

_ GLeena 3’0 m _ mLeenag : 3’0 m _ mLeena ’ 3’0 m
Gisé miséig misé
_30ke30m _ o5
80 kg

Isén etdisyys Leenasta on silloin 1,125 m + 3,0 m = 4,1 m.

28. a) Jos kiertosuunta myd&tdpédivain on negatiivinen, momentti on
M =—Fr=-35N-0,17m = —6,0 Nm.

b) Voiman vaikutussuoran etdisyys keskiostd on nyt pienempi kuin a-kohdassa.
Vééntovarren pituus on nyt

=0,17m-cos45°=0,120208 m.

ruusi
Momentti on

M =—Fr

uusi

=-35N-0,120208 m ~ —4,2 Nm.

r,.s=rcos 45°
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29. Puupdlkkyyn vaikuttavat voimat ovat polkkyyn kohdistuva paino G , vaakasuoran
maanpinnan tukivoima N,_, portaan reunan tukivoima ]Vp ja tyontévoima F .

Tarkastellaan tilannetta, jossa polkky on juuri irtoamassa maan pinnalta. Talloin
maanpinnan tukivoima N_ on nolla. Lasketaan momenttien summa akselin 4 suhteen,

tilldin voiman N , momentti on nolla. Selvitetddn ensin polkkyyn kohdistuvan painon ja

tyontévoiman varret.

]— 7,7 cm

0,66 m

-h=0,33m-0,077m=0,253 m.

Tyontovoiman F varsion a=r—h=

Painon G varsi b saadaan Pythagoraan lauseen avulla: b* +(r — )’ = r*, josta saadaan

b=+r? —(r—h)* =4/(0,33m)’ —(0,253 m)* ~0,211875 m .

Hyviksytddn vain varren positiivinen arvo. Tarkastellaan tilannetta, kun pdlkky on juuri
irtoamassa maan pinnalta. Kun kiertosuunta vastapdivdian on positiivinen, momenttien
summa akselin 4 suhteen on >M, =—Fa + Gb=0.

Yhtilostd saadaan pienimmaéksi tyontdvoimaksi

_Gb _ 144kg-9,81m/s*-0,211875m
a 0,253m

F ~1200 N.

30. a) Paksumman padn massa on suurempi. Painopiste ei ole keskelld karttakeppid, vaan
lahempédna paksua péatd. Painopisteesta tuettuna karttakeppi pysyy tasapainossa. Silloin
kepin pididen momenttien summa on nolla tukipisteen kautta kulkevan akselin suhteen.
Lyhyempi eli paksumpi pdé on raskaampi, koska tdhén osaan kohdistuva paino on
suurempi ja vaantovarsi néin ollen pienempi. Pidemmaén osan viéntovarsi on suurempi,
joten siithen kohdistuva paino on pienempi kuin lyhyemmaén osan. Lyhyemmén osan
massa on siis suurempi kuin pidemmén osan massa.
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b)

m

m, m,
X
Sijoitetaan koordinaatisto kuvan mukaisesti siten, ettd kuula m, sijaitsee origossa.

Lasketaan ylimmain kappaleen paikka. Kolmion kaikki kulmat ovat 60°. Ylimméan
140cm

kappaleen paikan x-koordinaatti on =70cm.

Yhtélostd tan 60° = 70y saadaan ylimmén kappaleen paikan y-koordinaatiksi
cm

y=70cm-tan 60°=121,244 cm.

Talloin kuulien koordinaatit ovat

Kuula | Massa’kg | x/cm | y/cm

m, 1,2 0 0

m, 2,5 140 0

m, 3,45 70 121,244

Painopisteen paikan x-koordinaatti on

o= X +m,x, + myx,

m, +m, +m,
~ 1,2kg-0+2,5kg-140cm +3,45kg-70cm
1,2kg+2,5kg +3,45kg

~83cm
ja y-koordinaatti

_mn +m,y, +m),
ml +m2 +m3
~1,2kg-0+2,5kg-0+3,45kg-121,244cm
1,2kg+2,5kg +3,45kg

~59cm.

Painopiste on tdssd koordinaatistossa kohdassa (83 cm, 59 cm).

31. a) Ripusta kappale jostakin kohdasta. Kiinnitd luotilanka (lanka, jonka toisessa paédssi
on paino) ripustuspisteeseen ja piirrd luotilankaa kayttden tastd pisteestd lahtien kappaleen
pintaan suora viiva alas. Ripusta sitten kappale muistakin kohdista esimerkiksi kolme

kertaa ja piirrd luotisuorat. Suorat leikkaavat kappaleen painopisteen kohdalla.
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b) Painopisteen paikka pystysuunnassa on
_my, +myy,+myy,  87kg-2,0m+7,3kg-6,0m+59kg-10m ~5.5m
0 m, +m, +m, 8,7kg +7,3kg +5,9kg ’

Painopiste sijaitsee 5,5 m lipputangon tyvestd ylospéin.

32.

\

S4ilio pysyy pystyssd, jos sen painopisteen kautta kulkeva luotisuora kulkee tukipinnan

b

kautta. Rajatapauksessa saadaan yhtilo tano = , josta kaltevuuskulma on o ~17°.

9

33. Kuvassa a pyord muuttaa vain voiman suuntaa, se ei ole nostettavana kuormana.
Langan jinnitysvoima on yhtd suuri kuin punnukseen kohdistuvan painon suuruus. Vaaka
ndyttd langan jannitysvoiman suuruuden eli vaa’an ndytt6 on yhté suuri kuin punnukseen
kohdituva paino eli Gpunnus = 1,5 N.

Kuvassa b pyorddn ja punnukseen kohdistuvan painon suuruinen voima kuormittaa kahta
alemman pydrén ripustuslankaa. Vaaka ndyttda langan jinnitysvoiman suuruuden eli

%(G 4G )=1(15N+02N)=085N.

punnus pyord
2

34. a) Yhden py6rihdyksen aikana voiman F, vaikutuspiste siirtyy matkan 2n7,. Voiman
F, vaikutuspiste siirtyy matkan (2nr, —2n7:)/2 ylospéin.
Ketjun vetdmisessa tehty ty0 on yhté suuri kuin kappaleen nostamisessa tehty tyd, jolloin

2mr, = 2mr;

W, =W, eli F, - 2m; = - =

b

h—h

josta saadaan F, = E

2r,
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Sateiden ldhentyessa toisiaan, niiden erotus ldhenee nollaa. Télloin tarvittava vetovoima
pienenee, jos kuorma pysyy samana. Differentiaalitaljalla voidaan nostaa sitd suurempi
kuorma, mitd pienempi pyorien sdteiden erotus on.

r,—F

b) Tasapainoehdosta F, = 5 - I saadaan kuormaksi
h
F, 850N
F = 2 = ~ 5,3kN.
" r—-r 22cm-15cm
2r, 2-22cm

35. a) Viite on vairin. Kappale on tasapainossa etenemisen suhteen, jos kokonaisvoima
on nolla, ja pySrimisen suhteen, jos kokonaismomentti on nolla. Esimerkiksi kuvan
tilanteessa kokonaisvoima on nolla, mutta silti voimat aiheuttavat kappaleeseen sitd
kddntdmaan pyrkivin momentin.

b) Viite on viirin. Jos kokonaismomentti on nolla, niin kappale on levossa pyorimisen
suhteen tai sitten se py0rii tasaisesti. Tadlloin pydrimissuunnassa voiman momentti on yhti
suuri kuin vastusvoimien aiheuttama momentti. Jos esimerkiksi auton, polkupyorén tai
junan pyorat pydrivdt vakiona pysyvélla kulmanopeudella, pyordian kohdistuvien
momenttien summa on nolla. Talldin pyorimistd vastustavien voimien (laakereiden kitka
ja vierimisvastus) momentti on yhtd suuri mutta vaikuttaa vastakkaiseen kiertosuuntaan
kuin pyorimistd yllépitdvien voimien momentit. Kun kappale vierii alas kaltevaa pintaa
tasaisella nopeudella, pyOrimistd ylldpitdvd voima on pinnasta pyordin kohdistuva kitka.

36.

0,42 m

0,42 m
0,65m

tana = o=32,8687°

Tukitanko on tasapainossa, joten sithen kohdistuvien voimien summa on nolla eli

> F =0 ja momenttien summa on nolla eli Y, M = 0. Valitaan kiertosuunta vastapiviin
positiiviseksi, jolloin momenttiyhtdlo kiertoakselin 4 suhteen on
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XM, =IT, —é-Gt —1-G, =0, joka jakamalla pituudella / yksinkertaistuu muotoon

T, - % -G, =0. Koska T, = T'sin, vaijerin jénnitysvoiman suuruus on
[ [m‘+mk)g [szg+5,2kgj-9,8lm
re2 *_\2 _1 2 S _104,839 N~ 100 N,
sina sin o sin32,8687°

Valitaan suunta oikealle positiiviseksi. Koska vaakasuunnassa on voimassa ehto
> F =0, saadaan yhtilo N_—T =0, josta

N, =T =Tcosa=104,839 N-cos32,8687° = 88,0560 N.

Valitaan suunta ylos positiiviseksi. Koska pystysuunnassa on voimassa ehto ZFy =0,
saadaan yhtalo N, -G, -G, +T, =0, josta
N, =G +G, -T,=(m+m)g-Tsina
= (1,2 kg+5,2 kg)-9,81 m/s —104,839 N -sin 32,8687° = 5,88623 N.

Seinidn tankoon kohdistaman kokonaisvoiman suuruus on

N = [N? + N? = /(88,0560 N)* +(5,88623 N)* ~ 88 N.

N
Voiman suunnan méarittava kulma saadaan yhtélostd tan f=—-= M, josta
N, 88,0560 N

kulma on B = 3,8°. Kysytty tukitangon seiniiin kohdistama voima on voiman N
vastavoima ja siten Newtonin III lain mukaan yhté suuri, mutta suunnaltaan vastakkainen.

Vaijeriin BC kohdistuva jénnitysvoiman suuruus on 100 N

vaijerin suuntaan. Tukitangon AB seindidn kohdistaman voiman 3,8°
suuruus on 88 N ja suuntakulma seindn normaalin suhteen 3,8° S G
(kuvio). -N

2

37. a) Sauvan hitausmomentti on J = , josta sauvan pituudeksi saadaan

12
2

,_ [12] _ [12-1,2kgm ~7.6m
m 0,250kg

b) Sauvan hitausmomentti muuttuu pyorimisakselin paikan muuttuessa. Esimerkiksi
toisen pddn ympdri pyoriessddn sauvan hitausmomentti on suurempi kuin a-kohdassa

(J:lmlzj.
3

¢) Hitausmomentti kuvaa kappaleen kykya vastustaa pydrimisen muutoksia, ts.
hitausmomentti kuvaa kappaleen pydrimisen hitautta. Kappaleen pyorimisen hitaus
vaikuttaa levossa olevan kappaleen pyoriméén saattamiseen seké yhti lailla jo pyorivin
kappaleen kulmanopeuden muuttamiseen eli kithdyttimiseen tai jarruttamiseen.
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38. Sauvan pad liikkuu pitkin ympyrérataa, jonka sdde on /= 0,52 m. Pdin ratanopeus on
v = wl. Sauvaan kohdistuva paino tekee tyotd ja muuntaa sauvan potentiaalienergiaa

pyorimisenergiaksi, koska sauva pédédsee pyoriméén toisen padnsa kautta kulkevan akselin
ympdri. Sauvan painopisteen korkeuden muutos on //2. Ratkaistaan sauvan kulmanopeus

lopputilanteessa yhtéiléstéi%] @ = mgé eli %%ml ‘0 = mgé, josta saadaan @ = '/3Tg .

Sauvan vapaan paan nopeus on

v=ol= /37g 1=f3gl =/3-9,81m/s*-0,52m ~3,9m/s.

39. Momentti, joka vaikuttaa keskeltd akseloituun umpinaiseen tankoon on M = Fr.

Pyo6rimisen liikeyhtdl6 on 2M = Jo eli Fr = Ja . Yhtil6 saadaan muotoon Fr = %mrza,

josta kulmakiihtyvyys on
. 1Fr = 42N-0,012m :2800$.
Emrz 5-2,5kg-(0,012m)2 S

40. Koska litkevastusvoimia voidaan pitdéd védhiisind, sovelletaan mekaanisen energian
sdilymislakia. Sylinteriin kohdistuva paino tekee tyotd ja muuntaa potentiaalienergiaa

1 1 1 11 ’
liike- ja rotaatioenergiaksi: m,gh =—myv’ +—J’eli mgh=—my’ +—-—mR’ (1) ,
2 2 2 22 R

. 1 1
josta saadaan m gh = Emlv2 + vaz. Kappaleen nopeus on

2
b 2ml<§h _ 2-120 kg 9,8im/s L7 m ~5.0 ms,
ml+5m 120kg+5-75 kg

41. Sovitaan &mpérin potentiaalienergian nollataso &mpérin ala-asemaan. Pudonneella
ampdrilla ei ole potentiaalienergiaa lopussa, mutta on litke-energiaa. Osa alussa olleesta
potentiaalienergiasta kuluu liikevastusten voittamiseen.

Ampirin potentiaalienergian muutos on yhti suuri kuin kitkamomenttia vastaan tehdyn
tyon ja systeemin liike-energian summa lopussa:

. 1 1
EPOt = Wy +Ekin +Er0t eli mgh = Wu +57’7’lV2 +§JC()2 .

H
r

Kitkatyd saadaan muotoon W, = F, - As = -rAp =M ,A@. Koska kulmanopeus on

w=" , kiertymalle saadaan yhtilo Ap =2n-n=2n- L =2m- M = n ,jossa h on
r p 2nr

pudotuskorkeus.
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Oletetaan, ettd koysi ei veny eiké liu’u, jolloin yhtalo
1, 1,
mgh=W +—mv-+—Ja",
1Ty 2
saadaan muotoon
mgh=M A +lmv2+lJ Y 2
S A R

h 1 1 v
mgh—Mﬂ—=§mv2 +§Jr_2

M
h(mg ——%) = lv2 (m+ iz)
r 2 r
Ratkaistaan yhtdlostd nopeus:

M
2h(mg ——=)
2 _ r

Vv =
+7
m }/-2
M
lmg-"2] |2.32m-[12ke-9.81ms? — ANM
r 0,090 m
he J 0,028 kgm’ = 0:3mss
m+ 12kg+ S0
r (0,090 m)

42. Pallon vierimistd alaspdin voidaan tarkastella kiyttden mekaanisen energian
sdilymislakia, kun ilmanvastus ja vierimisvastus ovat vdhdisid. Valitaan
potentiaalienergian nollatasoksi pallon alustasta irtoamisen taso. Pallon vieriessi
liukumatta alas palloon kohdistuva paino tekee tyotd ja muuntaa pallon
potentiaalienergiaa translaatioenergiaksi ja kitkamomentti potentiaalienergiaa
rotaatioenergiaksi. Vierimisen loppuvaiheessa pallon siirtyessd alimmasta pisteesta
nollatasolle vastaavasti rotaatio- ja translaatioenergiaa muuntuu potentiaalienergiaksi:

1 5, 1 .,
mgh, =—mv" +—Ja".
& ) )
2 5. . e
Koska J = gmr ja v=or, mekaanisen energian sdilymislaki saadaan muotoon

2
mghl=lmv2+l~g-mr2-(z] eli
2 25 r

1 2 .
mgh, zzmv2 +E-mv2 eli

2

h—lv josta
an, T ]

- . 10
nopeus potentiaalienergian nollatasolla on v = el gh,.
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Pallon irrottua alustasta palloon kohdistuva paino muuntaa translaatioenergiaa

. L 1 :
potentiaalienergiaksi. Yhtalosti Emv2 = mgh, saadaan nousukorkeudeksi

1, 110
2" g8 s s

h=2 = =2p, =2.0,95m ~ 0,68 m.
g g 7 7

43. a) Autot vetdvit toisiaan puoleensa voimalla, jonka suuruus on

0! Nm® 1200kg-1600kg
kg’ (2,5m)’

mm, _
2
r

F=y 6,67259-1 2,0-10° N.

Molemmat autot vetédvit toisiaan puoleensa yhté suurella mutta vastakkaissuuntaisella
voimalla (Newtonin III laki).

b) Satelliitin liikeyhtilo on Y. F =m_,
ympyréradalle. Valitaan suunta kohti Maan keskipistettd positiiviseksi, jolloin saadaan
skalaariyhtélo

a,. Gravitaatiovoima pakottaa satelliitin

2

—msathzaa =m, . jossa R on Maan sidde. Nopeus on
(2R) 2R

—11 2 2 24
b lymy,.. _ [6,67259-10"" Nm /kg6 597410~ kg ~5.6 ks,
2R 2:6,378-10° m

2 3

44. Keplerin III laista —- = % saadaan Pluton keskietdisyydeksi Auringosta
2 rZ
32 6 3 3 2
- r 72"2 _, (149,6-10° -10°m) 2(246,821) ~5.886-10” m = 5886-10° km.
T, (1,00004a)

45. a) Olkoon lentokoneen massa m. Gravitaatiokentdn voimakkuus 12,0 km korkeudella
maanpinnasta on

~9,762 m/s’.

F_7p LM 66725910 Nm®  5974-10% kg
2 b
m

m r kg (6378 km+12,0 km)’
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46. Gravitaatiovoiman takia Mars kiertd radallaan Auringon ympari. Marsin litkeyhtélo

Aurinkoa kiertévlld radalla on Y. F = ma, . Kun suunta kohti Auringon keskipistettd on
2

positiivinen, skalaariyhtdlostd y —=2 2' ™ —mY saadaan Auringon massaksi
r r
2 3 2 6 3
M, _vr_ (24,13-10° m/s) 712127,9 210 210 m 1989-10" ke.
% 6,67259-100" Nm~/kg

47. Putoamiskiihtyvyys toisen planeetan pinnalla on

_ mPlaneetta _ 1 OomMaa _ mMaa
gPlaneetta =7 2 =V 10 2
rPl ( I Maa ) rMaa

Nm® 5974-10" kg
kg’ (6378-10° m)’

=6,67259-107" 9,8 m/s”.

48. Valitaan suunta alas positiiviseksi. Yhtdlostd s = B gt’ saadaan putoamisajaksi

25 [235
t= |22 = |20 _ 671255 22,75,
g \9.81ms

Loppunopeus on v=v, + gt =0+ gt =9,81m/s*-2,67125s ~26m/s.

49. Oletetaan, ettd hyppddja putoaa suoraan alas. Lasketaan hyppddjidn nopeus 120 metrin
pudotuksen jélkeen. Oletetaan, ettd hyppéddjddn kohdistuva ilmanvastus on vihdinen.
Hyppédjdan kohdistuva paino tekee tyotd ja muuntaa potentiaalienergiaa liike-energiaksi.

Mekaanisen energian sédilymislaista mgh = Emv2 saadaan nopeudeksi

v=4/2gh = \/2~9,81m/s2 -120m ~ 48,52216m/s.

Alkuvaiheen jilkeen litke on hidastuvaa. Avautuneeseen varjoon kohdistuva ilmanvastus
hidastaa liikettd. Lasketaan aika, jonka kuluessa nopeus pienenee arvoon 5,0 m/s.
Loppunopeus on v = v, +at, josta ajaksi saadaan

v—v, 5,0m/s—48,52216m/s

t= 3
a -2,0m/s

=21,76108s.

Téssé ajassa kuljettu matka on

s = vot+%at2 =48,52216 m/s-21,76108 s+%-(—2,0 m/s®)-(21,76108 s)
~ 582,35000 m.

Laskuvarjohyppéddjan on hypéttiva vahintdan korkeudelta 120 m + 582,35000 m = 700 m.
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50. Valitaan koordinaatisto siten, ettd origo on heittopisteessi. Sovitaan suunta alas
positiiviseksi. Kun ilmanvastusta ei oteta huomioon, pallon liikettd voidaan pitda
tasaisesti kithtyvana.

1 .
a) Pallon putoamana matka saadaan yhtdlostd h = vt + 5 gt’ eli %tz +vt—h=0.

Lentoaika saadaan kdyttéen toisen asteen ratkaisukaavaa:

2 g
Yo i\/vo _4'5'(_}1) VN, +2gh

1=

2.8 g
2
_—15m/s£/(15m/s)* +2-9,81 m/s> - 114 m
9,81 m/s” '

Ratkaisuna saadaan ¢, = 3,52857 s ja t, = —6,6 s, joka hyldtaan. Pallo tormid4 maahan
3,5 s:n kuluttua.

b) Pallon nopeus on v =v, + gf =15m/s +9,81m/s”-3,52857s ~ 50m/s.

Pallon nopeus voidaan ratkaista my0s mekaanisen energian sdilymislain avulla:
1 1
mgh, + Emva = mgh, +§mvl .

Valitaan potentiaalienergian nollatasoksi maanpinta (4 = 0). Loppunopeudeksi saadaan

v, =+2gh, + v, =/2-9,81m/s> - 114m + (15m/s)* ~ 50 ms,

51. Ilmanvastusta ei oteta huomioon. Kiven ylospdin nousemisen aikana kiveen
kohdistuva paino tekee ty6td ja muuntaa litke-energian potentiaalienergiaksi. Putoamisen
aikana paino tekee ty0td ja muuntaa potentiaalienergian liike-energiaksi. Sovitaan rotkon
pohja potentiaalienergian nollatasoksi.

Yhtilostd mgh + %mvé = %mv2 putoamisnopeuden suuruudeksi rotkon pohjalla saadaan

v=v2+2gh =/(18m/s)* +2-9,81m/s> -49m ~35,85220 m/s.

Sovitaan suunta ylos positiiviseksi, jolloin rotkon pohjaan osumisen nopeus on

v =-35,85220 m/s.

Koska liike on tasaisesti kithtyvad, loppunopeus saadaan yhtilostd v =v, — gt .

Vo—Vv _18m/s—(-35,85220m/s)
g 9,81m/s’

Tapahtumaan kulunut aika on ¢ = ~5,5s.

Kivi putoaa 5,5 sekunnin kuluttua rotkoon nopeudella 36 m/s.
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52. [lmanvastusta ei oteta huomioon, jolloin kiven liike on pystysuunnassa tasaisesti

kiihtyvai ja vaakasuunnassa tasaista. Yhtdlostd 4 = 3 gt saadaan putoamisajaksi

2n [2:32
i= |7 = 222~ 2,55420s.
g 9,81m/s

Kantama on x =v,-#=22m/s-2,55420s = 56 m.

Lasketaan nopeuden suunta ja suuruus maahan osumisen hetkelld. Sovitaan suunta
ylospdin positiiviseksi. Nopeuden suuruus saadaan yhtélosta

v=v, ) =\ (-gn) +v,) =(-9.81m/s> 2,55420 ) + (22 mys)’ =33 mis,

Kiven nopeus y-suunnassa on v, =v, — gf. Koska kivi heitetdén rantatorméltd

vaakasuoraan, on voy = 0 m/s, joten v = —gt.
Nopeuden suuntakulma vaakatasoon ndhden saadaan yhtélosta
Vy —gt  -981mJ/s’-2,55420s

tang = —=
VeV 22 m/s

, josta a = —49°.

Kiven kantama on 56 m vaakasuuntaan, nopeuden suuruus 33 m/s ja suuntakulma —49°.
Nopeuden suunta on vaakatasosta vinosti alaspéin.

53. a) 1) Ei, koska nopeus ei ole vakio pystysuorassa heittoliikkeessa.
2) Ei, koska pystysuorassa heittoliikkeessd nopeus muuttuu positiivisesta negatiiviseksi.

3) Kylla, koska kiithtyvyys on vakio ja negatiivinen (hidastuva liike) ja nopeus muuttuu
kuvassa positiivisesta negatiiviseksi.

4) Ei, koska kiihtyvyyden tulee olla piirroksessa vakio.
5) Kylld, koska kiihtyvyys on vakio ja negatiivinen.

b) Kivi, joka putoaa vedessi: kiveen kohdistuvat voimat ovat paino, noste ja veden
vastus.

Karusellissa oleva henkilo: henkiloon kohdistuvat voimat ovat paino, lepokitka ja seinisté
henkil66n kohdistuva tukivoima.

=4
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54. a) Sylinteriin kohdistuva paino tekee ty6td ja muuntaa potentiaalienergiaa liike-
energiaksi. Kitkamomentti tekee tyotd ja muuntaa osan potentiaalienergiasta
rotaatioenergiaksi. Lahtokorkeus katon reunasta mitattuna on

h=6,0m-sin35° = 3,44146 m. Systeemin ulkoiset vastustavat voimat, kuten ilmanvastus,
voidaan olettaa vihéisiksi. Silloin sylinterin potentiaalienergia muuntuu vierimisen aikana
etenemisen ja pyorimisen liike-energiaksi ja mekaanisen energian sdilymislakia voidaan

2
soveltaa: mgh = Lo+ 10 ja edelleen mgh = L2 e L L2 2) e
2 2 2 2 r

Sylinterin nopeus katon reunalla on

2
L /4§h :\/4 0,81 m/s? -3,44146m < 6.70027 ms.

3

Sylinterin kulmanopeus on @ = A 6,70927 /s ~ 37 rad/s.

0,18m

b) Katon reunan jélkeen sylinterin liikettd voidaan tarkastella vinona heittoliikkeend,
jonka alkunopeus v, = 6,70927 m/s.

Alkunopeuden vaakakomponentin suuruus on

Vo, =V, €0835°=6,70927 m/s-cos35° = 5,49591 m/s.

Alkunopeuden pystykomponentin suuruus on

Vo, =V, $In35°=6,70927 m/s -sin 35° ~ 3,84828 m/s.

Pystysuunnassa sylinteri putoaa heiton aikana 5,0 metrin matkan, joten yhtilosta

1 , .1 5, o .
Y=t + 5 gt eli 5 gt” +v,,t — y =0 saadaan putoamisaika kéyttden toisen asteen

yhtdlon ratkaisukaavaa:

—V, £ \/(Voy)z —4-;g (=)
I

2. =
58
~3,84828 m/s + \/(3,84828 m/s)’ —4- ; .9,81m/s> - (=5,0m)
2.1 0 81ms?
2

Yhtélon ratkaisut ovat ¢, = 0,69089 s (tai t, = —1,47545 s).

Hyviksytddn vain ajan positiivinen arvo. Tdssé ajassa sylinteri liikkuu vaakasuunnassa
matkan x =v, .t =5,49594m/s-0,69089s = 3,8 m.
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