Kertaustehtiavien ratkaisut

1. ¢) Saranoihin vaikuttava momentti on molemmissa tapauksissa yhtd suuri.
Yhtilostda M, = M, eli F,r, = Fjr,; saadaan tyéntévoimaksi

Fr,  87N-1,30m
r, 0,30 m

F =

2

~ 380 N.

2. ¢) Tasapainotilanteessa momenttien summa on nolla minka tahansa akselin
suhteen. Lasketaan momentit nivelen 4 suhteen. Yhtilostdi M, — M, =0 saa-

daan M, = M, eli F,r, = Fr,, josta etuhampaiden puristusvoimaksi saadaan

[ Fr,  720N-30mm — 180N
? 7, 120 mm '

11cm

3. b) Tyhjin tolkin painopiste on korkeudella =5,5cm. Pohjalla olevan

juoman korkeus saadaan yhtilésti nr°h =17
Nestepinta on korkeudella

1 100em’
h=—=—— _—2598cm,
" n(3,5cm)
. . . S . kg ..
Oletetaan, ettd juoman tiheys on yhti suuri kuin veden tiheys 1,0 e Silloin
I
2,598

juoman massa on 100 g ja sen painopisteen korkeus on % =1,299cm.

Koko systeemin painopisteen korkeus poydin pinnasta on

_ 15g-55cm +100g-1,299 cm
115¢g

P ~1,8cm.

4. b) Tasapainoasemassa palloon vaikuttavat painovoima G ja langan jinnitys-
voima T . Niiden voimien vektorisumma pakottaa pallon ympyriradalle ja
atheuttaa normaalikithtyvyyden. Pallon liikeyhtils on XF = wz,. Valitaan
suunta ylospiin positiiviseksi, jolloin saadaan skalaariyhtdlé T —G = ma,.
Langan jannitysvoima on

2

T:ﬁmn—f—G:ij——i—mg
r

o (4,7m/s)’

= 0,065k +0,065kg-9,81m/s”

b

~49N.
(Jos pallo riippuisi langassa paikallaan, jannitysvoima olisi
T=G=mg= O,O65kg-9,81m/s2 ~ 0,64 N.

Ympyraradalla liikkuvan pallon jinnitysvoima on nyt 1"~ 8G.)



5. a) Ratanopeus on
V=wr= 151-0,035m ~ 53cm/s.
S

6. )

Kitkamomentin tekemi tyé muuntaa pyOrimisen rotaatioenergian potentiaa-
lienergiaksi ja painovoiman tekema tyo etenemisen translaatioenergian potenti-
aalienergiaksi, kun vieriminen tapahtuu liukumatta. Kitka on lepokitkaa. Olete-
taan, etta lilkevastuksia ei ole. Mekaanisen energian sdilymislain mukaan on

1 1

E””oz —1—5]%2 = mgh.
Tadman yhtilon vasemman puolen termit tulevat eri voimista. Summa on oike-
alla. Loppukorkeus on /= s-sinq,jossa s on vierimismatka. Sijoitetaan me-
kaanisen energian siilymislain yhtdlo6n kulmanopeuden ja hitausmomentin
yhtalot

1, 11 , »o
—mw, +——mr” (=) = mgh
LI () = mg
L, 1.,

—v+—0, =g

20 40 g

3

—v,” = gb

g &

4 4 4 .

v, = \/—g/a = \/—gxsmoz = \/—~9,8122-1,2m-sm25° ~2,6m/s.
3 3 3 S

7. a) Kun Maan siteeni kiytetddn ekvaattorisiddettd, putoamiskiithtyvyys on

Nm?* . 5,974-10* kg
kg®  (350-10° m 4 6378-10°m)’

= 7% =6,67259-10""

~8,8m/s’.



8. ¢) Putoamiskiihtyvyys toisen planeetan pinnalla on

oy 100my,, oy,
gPl. =7 2 Y 10 2
1 (107,,) Ntaa

1 Nm” 5,974-10" kg

=6,67259-10"" — —=
kg®  (6378-10°m)

~9,8m/s’.

9. ¢) Nopeus ajan funktiona on » = v, — g#. Lakipisteessa nopeus » = 0, jolloin

nousuaika on

) 20
t=-"= S_~2,0s.
& 9812
S

10. ¢) Alkunopeuden pystykomponentti on
v, =1,sin36°=27m/s-sin36° =15,87m/s.

U

Lakipisteessd kappaleen nopeuden pystykomponentti » = 0. Tisti saadaan

yhtilo
v, =v,,—g=0

J

ja edelleen nousuaika

v 1
_ly _158Tmfs 6o
g 9,81m/s
Lentoaika on 27 & 3,2 s.
11.
s=20m
A A B
e
A
—
X
F,
~ \
F
\
N

Momentti akselin 4 suhteen on M , = F,-s =35N-2,0m = 70 Nm.
Momentti akselin B suhteen on M, = F;-s =55N-2,0m =110 Nm.



Voimien resultantti on R = 55 N + 35 N = 90 N alaspiin. Resultanttivoiman
aiheuttama momentti akselin .4 suhteen on yhté suuri kuin voiman F, aiheut-
tama momentti akselin .4 suhteen. Kun sauva on tasapainossa, sauvaan pitaa
vaikuttaa punnuksien aiheuttamaan momenttiin nihden vastakkaissuuntainen
momentti. Resultanttivoiman suuruinen, mutta vastakkaissuuntainen voima N
vaikuttaa sauvaan ylospiin. Kaikkien momenttien viantévaikutus on nolla
minki tahansa akselin suhteen, joten momenttien summa akselin .4 suhteen on
Nx — F,s = 0. Resultanttivoiman suhteen vastakkaissuuntaisen voiman N vai-
kutussuoran paikka akselista .4 lukien on

_ Fys  35N-2,0m
N 90N

x ~0,78m.

12. Leenan ja isin tulee asettua eri puolille tukipistetta eli laudan keskikohtaa.
Olkoon isin etiisyys tukipisteestd x. Jotta lauta pysyy tasapainossa, on mo-
menttien summan oltava nolla minka tahansa laudan akselin suhteen eli
2M = 0. Silloin keskipisteen suhteen M., — M
M, =M -3,0m.

Isan etdisyys tukipisteestd on

= 0, josta saadaan

Leena

jaedelleenG,, - x =G

Leena Leena

_ G 30m  my,£°3,0m  my,,-3,0m
o Gy B 78 B Mg

~ 30kg-3,0m

~ 80kg

~1,1m.

Isdn etdisyys Leenasta on silloin 1,1 m + 3,0 m = 4,1 m.

13. a) Momentti on

M =Fr=35N-0,17m =~ 6,0 Nm.

b) Voiman vaikutussuoran etiisyys keskiostd on nyt pienempi kuin a-kohdassa.
Viintévarren pituus on nyt

=0,17m-cos45° = 0,1202 m.

yuusi
Momentti on

M = Fr,_, =35N-0,1202m ~ 4,2 Nm.

si

I.s=T COS 45°




14. a) Paksumman pdin massa on suurempi. Painopiste ei ole keskelld kartta-
keppid, vaan lihempind paksua pditd. Painopisteestd tuettuna karttakeppi py-
syy tasapainossa. Silloin kepin pdiden momenttien summa on nolla tukipisteen
suhteen. Lyhyempi eli paksumpi pdd on raskaampi, koska timidn osan paino-
voima on suurempi ja vaantovarsi niin ollen pienempi. Pidemmin osan viin-
tovarsi on suurempi, joten sen painovoima on pienempi kuin lyhyemmain osan.
Lyhyemmin osan massa on siis suurempi kuin pidemmin osan massa.

b)

m,

m, m,

Xy

Sijoitetaan koordinaatisto kuvan mukaisesti siten, ettd kuula 7, sijaitsee origos-
sa. Lasketaan ylimmin kappaleen paikka. Kolmion kaikki kulmat ovat 60°.

140
o _ 70 cm.

Ylimmin kappaleen x-koordinaatti on

Yhtilostd tan 60° =

saadaan y-koordinaatiksi
70 cm

y=70cm-tan 60° = 121,24 cm.

T4lloin kuulien koordinaatit ovat

Kuula Massa/kg | x/cm | y/cm
m, 1,2 0 0

m, 2,5 140 0

, 3.45 70 121,24

Massakeskipisteen paikan x-koordinaatti on

_ M Ty Xy

iy my + ey
o l,2kg~0—i—2,5kg'140cm+3,45kg~70cm
1,2 kg—|— 2.5 kg+ 3,45 kg

~ 83cm
ja y-koordinaatti

_ +myy, vy,

my+ my + my
. 1,2kg-042,5kg-0+43,45kg- 121,24 cm
1,2kg +2,5kg + 3,45kg

~ 59cm.

Massakeskipiste on tissia koordinaatistossa kohdassa (83 ¢cm, 59 cm).



15. a) Ripusta kappale jostakin kohdasta. Kiinnitd luotilanka (lanka, jonka toi-
sessa pddssd on paino) ripustuspisteeseen ja piirrd luotilankaa kidyttien tdstd
pisteesta lihtien kappaleen pintaan suora viiva alas. Roikuta sitten kappaletta
muistakin kohdista esimerkiksi kolme kertaa ja piirrd luotisuorat. Suorat leik-
kaavat kappaleen massakeskipisteen kohdalla.

b) Massakeskipisteen paikka pystysuunnassa on

2,0m-80kg +6,0m-60kg +10m-40kg
Jo = ~51m
80kg + 60 kg +40 kg

Massakeskipiste sijaitsee 5,1 m lipputangon tyvesta ylospain.

16.

\

Sailié pysyy pystyssd, jos sen painopisteen kautta kulkeva luotisuora kulkee
20m

tukipinnan kautta. Rajatapauksessa saadaan yhtilé tana = , josta kalte-

b

vuuskulma on o &~ 17°.

17. 2) Yhden pyorihdyksen aikana voiman F, vaikutuspiste siirtyy matkan
27nr,. Voiman F, vaikutuspiste siirtyy matkan (2n7, —2nr,)/2 ylospiin.

Vetoty6 ja nostoty6 ovat yhti suuret, jolloin

W, =1V, cli I, -2ny, = ;- 2222 ;27“"1 ,
josta saadaan
F=02"0F
72

Siteiden lihentyessa toisiaan, niiden erotus lihenee nollaa. Till6in tarvittava
vetovoima pienenee, jos kuorma pysyy samana. Differentiaalitaljalla voidaan
nostaa sitd suurempi kuorma, mitid pienempi pyorien siteiden erotus on.



N

b) Tasapainoehdosta F, = F, saadaan kuormaksi
VZ
K 850N
b= r,—r,  22cm—15cm 5 3KN.
2r, 2:22cm

18. a) Kone on laite, jonka avulla voidaan muuttaa voiman suuruutta tai suun-
taa (tai molempia) kayttdjan kannalta edullisemmaksi.

b) Vipuryhmin koneita ovat yksi- ja kaksivartiset vivut, vakipyorit ja vinssit.
Kaltevan tason koneisiin kuuluu kaltevan tason lisaksi ruuvi ja kiila.

¢) Kun kappaletta vedetdin ylos kaltevaa tasoa pitkin, tarvittava voima on sitd
pienempi, mitd loivempi taso on. Talloin kappaletta pitdd kuitenkin vetdd pi-
dempi matka kappaleen saamiseksi loppukorkeudelle 4. Sanonnan ”mika voi-
massa voitetaan, se matkassa menetetdan” merkitys ilmenee hyvin myos jako-
avainta kaytettdessd: pidempivartisella avaimella tarvittava vddntévoima on pie-
nempi, mutta avainta vaintava kisi “kulkee” pidemman matkan.

19. a) Viite on viarin. Kappale on tasapainossa etenemisen suhteen, jos koko-
naisvoima on nolla, ja pyorimisen suhteen, jos kokonaismomentti on nolla.
Esimerkiksi kuvan tilanteessa kokonaisvoima on nolla, mutta silti voimat aihe-
uttavat kappaleeseen sitd kadntiméan pyrkivin momentin.

b) Viite on viirin. Jos kokonaismomentti on nolla, niin kappale on levossa
pyorimisen suhteen tai sitten se pyorii tasaisesti. Talloin voiman momentti on
yhtd suuri kuin vastusvoimien aiheuttama momentti. Jos esimerkiksi auton,
polkupy6rin tai junan pyorat pyorivat vakiona pysyvilla kulmanopeudella, pyo-
rdan kohdistuvien momenttien summa on nolla. Tall6in pySrimistd vastustavi-
en voimien (laakereiden kitka ja vierimisvastus) momentti on yhtd suuri mutta
vaikuttaa vastakkaiseen kiertosuuntaan kuin py6rimistd yllapitivien voimien
momentti. Kaltevalla pinnalla pyorimista yllapitivd voima on pinnasta pyorain
kohdistuva kitkavoima.

20. Etenemisen suhteen lankku on tasapainossa, kun > F=0.
Silloin

NF =Tja ¥ F =0.
Voimien summa on pystysuunnassa

N, +mg+mg=0.

Sovitaan suunta ylospiin positiiviseksi.



Skalaariyhtalosté
N, —mg—mg=0
saadaan tukivoimaksi
N, = m g+ m,g = (m +m,)g=37,5kg-9,81m/s’ = 367,875N.

+

—_ ;+
< >

Voimien summa vaakasuunnassa on N, +

10

-

Sovitaan suunta oikealle positiiviseksi.

Skalaariyhtalostda N, — F, ) = 0 saadaan tukivoimaksi
N, =F,, = u,N,=0,80-367,875N = 294,3N.

Pojan kivelymatka on x. Lasketaan etdisyydet 4, b ja «

cosf = i, jolloin @ = x cos 6.
x

cosf = L, jolloin b = icos 0.
/2

sinf) = ?, jolloin ¢ = /sin 6.

Tasapainotilanteessa momenttien summa on nolla minka tahansa akselin suh-
teen.
Valitaan momenttiakseliksi 4.
Silloin
M, =0¢€li =N,-c+mg-b+mg-a=0.

Sijoittamalla etéisyyksien lausekkeet saadaan

/
—Nl-/sin@+m1g-zc059+m2g-xc059:O.



Pojan kavelymatka on

N, -/sin@—mlg-icosﬁ
— 2
X =
n,g-cost
_294,3N-4,5m-sin 29° —16,5kg-9,81m/s” - 2,25m - cos 29°
21kg-9,81m/s’ - cos 29°
~1,8m.

21. a) Kiertymin suuruus radiaaneina on
o T
175" =175-——rad =~ 3,1rad.
180

b) Kiertymin suuruus asteina on

180°

T

15rad =15- ~ 860°.

22. a) Pulsarin kierrosatka on

T:l:%%l,Gms
642>
S

Kulmanopeus on

w=2nn= 271-6421 R 4030@.
S S

b) Kaikki sellainen litke, jossa kappaleen asento muuttuu eli kappale kaintyy,
on pyorimista.
Maa pyorii akselinsa ympiri kerran vuorokaudessa. Muutkin planeetat pyorivit
akselinsa ympiri.
Aurinkokin py6rii akselinsa ympiri, mikd on voitu todeta esimerkiksi aurin-
gonpilkkujen liikettd seuraamalla.

23. a) Akselin kulmakiihtyvyys on

Aw  43rad/s—0,52rad/s
At 2.4s

a= ~1,6rad/s’.

b) Kiihdytyksen aikana kiertokulma on
1 1
0= w,t —1—5042‘2 =0,52rad/s-2,4s +E- 1,575rad/s” - (2,4s)” ~ 5,8 rad.

Kiertyman suuruus asteina on

180°

i

~ 330°.

5,784 rad = 5,784



24. a) Auton kulmanopeus kaatreajossa on

110
—3 p m/s
w=2=20_ 058rad/s.
r 53m

b) Vakiovauhdilla ympyriradalla liikkuvan auton liikeyhtilé on XF = wa, .

2
. e v .
Skalaarisuureena normaalikiithtyvyys @, = —, joten voiman suuruus on
r

r 53m

¢) Auton pitiaa tielld lepokitka auton renkaiden ja tienpinnan vililld. Jos kitka on
litan pieni, auto suistuu tieltd. Jos auto lihtee liukumaan, kyseessi ei ole enda
lepokitka, vaan lepokitka on muuttunut liukukitkaksi.

d) Vaikka auton ratavauhti on vakio, nopeuden suunta kuitenkin muuttuu koko
ajan. Autolla on normaalikiihtyvyyttd

3,6

; . ~18m/s’

r 53m
25.
Ay

F,AAF

o
X

'EX

GY

Linnun ratanopeus ympyraradalla on

2nr . 2n-15m
T 16s

~5.89m/s.

) =

Tasaisessa ympyraliikkeessd olevan lokin normaalikithtyvyys on

_ 20 (589m/s)’

! r 15m

~231m/s’.

Voima, joka atheuttaa normaalikiihtyvyyden ja pakottaa linnun ympyriradalle,
saadaan Newtonin II laista Y. F = wz. Linnun litkeyhtdl6 vaakasuunnassa on
Z E = mzx'



Voiman suuruus vaakasuunnassa saadaan skalaariyhtalosta
F.=ma,=0,32kg-2,31m/s* ~ 0,739 N.

Linnun liikeyhtél6 pystysuunnassa on ZF} = ma ,. Linnulla ei ole kiithtyvyyttd

pystysuunnassa, joten @ = 0. Kun valitaan suunta ylospiin positiiviseksi, ska-

laariyhtilostd F,— G = 0 saadaan
p— —_— e— 2 ~
F =G=mg= 0,32kg-9,81m/s” ~ 3,14 N.

Nostovoima on

F= \/Fj +F = \/(0,739N)2 +(3,14N)* ~3,2N.
Lasketaan voiman suuntakulma pystytasoon nihden:

F.  0,74N

X

tanqy = — =
F, 314N

, josta av A2 13°.

26. Kaarteen side on » = 80 m, F

'y Kkitka ulkokaarteen puolella (molemmat

pyorit), F,, kitka sisikaarteen puolella (molemmat py6rit), N, tien tukivoima
ulkokaarteen puolella (molemmat pyorit) ja IN, tien tukivoima sisdkaarteen

puolella (molemmat py6rit). Auton massa on 7 = 1000 kg ja auton vauhti on
» = 80 km/h. Kitkakerroin ulkokaarteen puolella on g, = 0,50 ja sisikaarteen

puolella p, = 0,80.

Kitka pakottaa auton ympyriradalle. Auton liikeyhtdls on Y F = wa,. Siteen
suunnassa vaikuttavien voimien vektorisumma koostuu kahdesta kitkavoimas-

ta: F —I—IE

nl Hn2 = ”ﬂln'

Kokonaisvoiman suuruus saadaan skalaariyhtalosta

: A ysy?

() SFE=F, +F, =m —=m'— =1000kg-—22

~6172,8N.
m " r 80m



Normaalikiihtyvyys ympyraradan keskipistettd kohti on

80
)2 (Rm/s)2
a4, =—=—2———=0,173m/s".
r 80m

Tilloin on oletettava myos, ettd auto ei kaadu. Tastd ehdosta saadaan moment-
tiyhtdlé painopisteen K suhteen: akselin K suhteen laskettujen momenttien
summa on nolla eli

(2) XM :Fﬂl”z +F#zrz + N, =Ny =0,

jossa 7; = 0,70 m on auton leveyden puolikas ja », = 0,60 m on painopisteen
etdisyys maanpinnasta. Kiertosuunta my6tipéiviaian on valittu positiiviseksi.
Auto on tasapainossa y-suunnassa, joten »_ F ", = 0 eli skalaarimuodossa

3) LF, =0.

Kun suunta yléspiin valitaan positiiviseksi, on
4 N,+N,—-G=0.

Ratkaistaan ensin tukivoima N, :
2 (F,+E,)r,+N,;, —N;n, =0,

johon sijoitetaan (1):n ja (4):n mukaan saadut lausekkeet

2

F = mja N,=G-N,.
r

w1

+F

pn2

Sijoituksen jalkeen saadaan tukivoimaksi

2

Gr,— s r,
N, - r
27,
1000kg-(&m/s)2

1000kg-9,81m/s*-0,70 m — ’ 0,60 m

. 80 m
2:0,70m

= 2259,5 N.

Koska timid voima N, on arvoltaan positiivinen, alussa tehty olettamus “auto
ei kaadu” pitad paikkansa. Toinen tukivoima on

N, =1000kg-9,81m/s* —2259,5N = 7550,5 N.
Py6rien ja tienpinnan vilinen yhteinen kitka on

F, = N, + 1, N, = 0,50-7550,5N +0,80-2259,5N = 5582,9 N a2 5600 N.



Yhtilon (1) yhteydessa laskettu ympyriradalla pysymiseen tarvittava voima on

6172,8 N = 6200 N, joka on suurempi kuin kitka annetussa tilanteessa. Huoma-
taan, ettd auto suistuu tielti.

27. Veturin liikeyhtilé on Y. F = s, eli skalaarimuodossa F = ma_, jossa
2

normaalikiihtyvyys on @, = me. Ympyraradalla liikkuvalla kappaleella on aina
r

normaalikithtyvyyttd «_. Lisiksi kappaleella on tangenttikiithtyvyytta «, , mikali

sen ratanopeus muuttuu. Kuviossa veturi litkkuu my6tapéivain.
v,

Alkutilanne:
Alussa veturin normaalikiihtyvyys on

95
)2 (%m/s)2
a,=—=—">———=129m/s’
r 540 m
ja tangenttikithtyvyys
g ==2=2 > — 0,884 m/s”.
7 115

Kiihtyvyys on normaalikithtyvyyden ja tangenttikithtyvyyden vektorisumma.
Veturin kiihtyvyyden suuruus alussa on

a0, =\ +d’, =J(—0,884m/s>) +(1,29m/s’)’ ~1,6m/s’.
Lasketaan kiihtyvyyden ja ympyriradan siteen vilinen kulma:

4a,

a

—0,884m/s’
1,29m/s’

tanq, = =

b

nl

josta saadaan vy, = 34,4°.
Nopeuden ja kithtyvyyden vilinen kulma on

B, =90° 4 a, = 90° + 34,4° A2 124°.



Lopputilanne:
Lopussa veturin normaalikiihtyvyys on

60
)2 (%m/s)Z
a,=—=—"——=0,514m/s’
r 540 m

ja tangenttikithtyvyys yhta suuri kuin alkutilanteessakin:

60 95
— m/s——— m/s
a, = & = 3’6 3,6 = —0’884 m/S2.
/ 11s

Lasketaan kithtyvyyden ja ympyriradan siteen vilinen kulma:

—0,884m/s’
tanq, = L= ,—rn/z ,josta saadaan v, ~59,8°.
a,, 0,514 m/s
Veturin kiihtyvyys lopussa on

0, =Ja’ +a’, =+/(=0,884m/s’)’ +(0,514m/s’)’ ~1,0m/s’.
Nopeuden ja kithtyvyyden vilinen kulma on
B, =90°+a, = 90° +59,8° ~2 150°.

28. Kukan liikeyhtalé on S F = ma. Siteen suunnassa vaikuttava kokonais-
voima muodostuu ainoastaan kitkavoimasta F, = (tIN. Se pakottaa kukan

ympyriradalle. Kukan kithtyvyys on normaalikithtyvyyden ja tangenttikiihty-
vyyden vektorisumma: 7 = a, +a,. Sovitaan suunta keskipistettd kohti positii-

viseksi. Skalaariyhtilostd F, = ma eli pIN = mia’+a’
ratkaistaan kitkakerroin:

2
v

Wmg = m [—] +(ar)’,
r

[
/J _ r
g
W) +atr?
B 2
_(aty'ry +air
- g
_ N

g

josta




29.

rcost

Koska kappale liukuu kitkatta 7-siteisen pallo pintaa alaspidin, voidaan soveltaa
mekaanisen energian sdilymislakia. Painovoima tekee tyotd ja muuntaa potenti-

1
aalienergiaa litke-energiaksi, jolloin saadaan yhtal6é mgh = Emﬁ.

Irtoamishetkelld kappale on pudonnut pystysuunnassa matkan » =r—rcosa.
Sijoittamalla » = r —rcosa edelliseen yhtiloon saadaan

Emvz = mg(r —rcosq),

josta nopeuden nelié
v* =2gr(1—cosa).

Kun kappale liukuu pallopinnalla, siteen suunnassa vaikuttavat painon G = #g
siteen suuntainen komponentti pallon keskipistettd kohti ja pinnan tukivoima
pallon pinnasta kappaleeseen. Kappaleen liikeyhtilé on G. + N = ma,. Sovi-
taan suunta pallon keskipistettd kohti positiiviseksi.

Sijoitetaan skalaariyhtil66n

2
v

mgcosox — N = m—
-

nopeuden nelién yhtilé ja otetaan huomioon, ettd kappaleen irtoamishetkelld
tukivoima N = 0.
Saadaan yhtilo

2gr(1—cosa)

mgcosa = m—=————=eli cosa =2(1—cosa),
-

josta cosax = 2—2cosa ja edelleen3cos o = 2.
2
Yhtilosti cosa = g saadaan kulmaksi v /2 48, 2°.

Esineen irtoamiskorkeus pallon alareunasta mitattuna on

r+rcosa=r-+rcos48,2°~1,67r.



30. Palloon vaikuttavat heilahduksen aikana langan jinnitysvoima T ja paino-
voima G. Ilmanvastus on pieni, koska pallo on pieni. Pallon liikeyhtilé on
SF = ma, eli T +G = pia, . Valitaan suunnat alaspiin ja kohti radan keskipis-
tettd positiivisiksi. Pallo alkaa poiketa ympyriradalta, kun jinnitysvoima T = 0.
Tillsin kulma on @ = 125° — 90° = 35°.
Niin ollen on
”2

0+G, =ma_ eli mgsinp = m7
Pallon nopeuden neli6lle saadaan yhtilé »* = g/sin¢ . Kun pallo alkaa poiketa
ympyriradalta, se on noussut korkeudelle »=/+/siny. Alussa pallolla oli
litke-energiaa ja lopussa litke-energiaa ja potentiaalienergiaa. Ympyraradalta
poikkeamisen hetkelld pallolla on vield nopeutta ja siksi potentiaalienergian

lisaksi litke-energiaa. Painovoima tekee ty6td palloon ja muuntaa litke-energiaa
osittain potentiaalienergiaksi.

1 1
Mekaanisen energian sdilymislain mukaan on E’””oz = Emvz ~+ mgh .

Sijoittamalla tihin yhtil66n nopeuden nelién ja nousukorkeuden lausekkeet
saadaan

1

1 2
—mv,* =—m(g sin)+mg(/ +/sinp) |—
2 2 m

v, = glsing+2g/ +2g/sinp =3g/sinp+2g = g/(3sinp+2).

Pallon lihtonopeudeksi saadaan

vy =g Bsinp+2) = \/9,81m/s2 -0,85m(3sin 35° + 2) & 5,6 m/s.




31. a) Voidaan olettaa, etti ympyriliike on kysytyilld hetkilld tasaista. Silloin

tangenttikithtyvyys on nolla. Lentijain vaikuttavat voimat ovat painovoima G

ja penkisté lentajain kohdistuva tukivoima IN.

| —>» +

b) Tarkastellaan lentdjidn kohdistuvia voimia. Lentdjin pakottaa ympyriradalle
sdteen suunnassa vaikuttavien voimien vektorisumma, joka aiheuttaa normaali-
kithtyvyyden. Lentdjan litkeyhtal6 on

S.F=wma, eli N+G = ma,. Sovitaan suunta yléspiin positiiviseksi. Ratkais-
taan skalaariyhtalosta

2

N — G = ma, tukivoima: N = ma, +G=m+G.

r

2
Tukivoiman suuruudella on raja, jonka mukaan N <9G eli m mg < 9myg,
r

josta

2 2

L 1 g<9geli <8y
r r

Sateen suuruudelle saadaan ehto:

1500 2
2 36 ™0
> - b

— = ~ 2,2km.
“8g 8:9,8Im/s’

2
32. a) Napakelkan ratanopeus on » = %, josta saadaan kierrosaika

T— 2nr _ 2n'4,§1m ~11s.
v 2,5
S

b) Kierrostaajuus on

1 1

— ~ 0,088
T 11,3s S

¢) Newtonin I lain mukaan kelkka jatkaa suoraviivaisesti liikettddn radan tan-
gentin suuntaan. Kelkan nopeus pysyisi vakiona, jos litkevastuksia ei olisi.



33. a) Pyorin side on r = 4,25 cm, joten sen pyorihtiessi yhden kierroksen
hiihtaja etenee matkan s = 2nr. Lenkin aikana kierroksia tulee

10000 m

!~ 37000.
27-0,0425m

b) Renkaan kulmanopeus on

w=2nn=2n-25rad/s = 5nrad/s ~ 15,7 rad/s.
Kiertyma on

@ =wt=>5nrad/s-6-60s =~ 5655 rad.
Pyoriilijan pyoriilemd matka on

s =@r=>5655rad-0,34 m ~ 1,9km.
Rengas pyorahtia kokonaisia kierroksia

5655 rad

~ 900 kpl.
2m P

34. a) Koska kiekot on yhdistetty luistamattomalla hihnalla toisiinsa, niiden
ratanopeudet ovat yhtd suuret:

Yo

w

v, =v, eli wr =w,r,, josta saadaan — =

7.

2 1

Koska sateiden suhde on

. 8,0cm 2

7, 20cm 5’
on kulmanopeuksien suhde joka hetkelld 5: 2 (= 2,5:1).

b) Kun pienemmain kieckon kierrostaajuus on 5,0 t/s, sen kulmanopeus on
w, =2n-5,0rad/s =~ 31,42 rad/s.
Isomman kiekon kulmanopeus on

2
w, =Ly = <31, 420ad/s 212,57 rad s

&)

Taimin kulmanopeuden saavuttamiseen kuluu aikaa kithdyttimisen alusta lukien

Aw  12,57rad/s
a  1,25rad/s’

Ar = 10s.

2
35. a) Hitausmomentti on | = ”172

2
,_ [12] _ [12:1,2kgm 7 m.
n 0,250 kg

, josta saadaan pituudeksi




b) Sauvan hitausmomentti muuttuu pyorimisakselin paikan muuttuessa. Esi-
merkiksi toisen paan ympari pyoOriessaan sauvan hitausmomentti on suurempi

1
kuin a-kohdassa (| = glﬂ/z).

¢) Hitausmomentti kuvaa kappaleen kykyi vastustaa pyorimisen muutoksia, ts.
hitausmomentti kuvaa kappaleen pyorimisen hitautta. Kappaleen py6rimisen
hitaus vaikuttaa levossa olevan kappaleen py6rimiain saattamiseen sekd yhta
lailla jo py6rivin kappaleen kulmanopeuden muuttamiseen eli kithdyttimiseen
tai jarruttamiseen.

36. Sauvan pia liikkuu pitkin ympyrirataa, jonka side on /= 0,52 m. Pdén rata-
nopeus on » = @/. Painovoima tekee tyoti ja muuntaa sauvan potentiaalienergi-
aa pyorimisenergiaksi, koska sauva pdidsee pyorimain toisen painsa kautta kul-
kevan akselin ympari. Sauvan massakeskipisteen korkeuden muutos on //2.
Ratkaistaan sauvan kulmanopeus lopputilanteessa yhtalosta

1., I T P /. 3g
— Jw” =mg— eli ——ml"w” = mg—,josta saadaan w =,/—=.
2] g2 23 g2 ]

Sauvan vapaan pain nopeus on

3
p=wl = Tg-/:«/:’i(g/ =/3-9,81m/s>-0,52m 3,9 m/s.

37. Momentti, joka vaikuttaa keskeltd akseloituun umpinaiseen tankoon on
M = Fr. Toisaalta pyorimisen liikeyhtdlé on M = Ja. Kitjoitetaan yhtild

Fr= Ja muotoon
Fr= Ewrza,

josta saadaan kulmakiihtyvyydeksi

o — Fr _ 42N-0,012m :2800$.

—mr’ ;-Z,Skg-((),OlZm)z s




38. Tarkastellaan kasivartta FH staattisessa kuormituksessa. Valitaan moment-
tipisteeksi F, jolloin tdssd pisteessi kasivarteen FH vaikuttavaa olkaluun EF

tukivoimaa F,. ei tarvita momenttiyhtalossa.

= AF,

35cm «

) K (keskipiste)

H

A
T
®

e
|

4

c=38cm

Fh on hauislihaksen tukivoima.

G on kisivarren paino.

F on kuorman paino.

Kisi on tasapainossa pyOrimisen suhteen, jolloin momenttichtoa voi kayttaa.
Voimakuvion avulla saadaan momenttiyhtilé (FG = 4, FK = bja FH = o)

> M =F a—Gb—Fe=0.

Gb+ Fe

Voimaksi Fsaadaan F,, =————. Yhtilostd nihdiin, ettd mitd suurempi
’ ’ a

on kyynirnivelen ja hauislihaksen kiinnittymiskohdan vili «, sitd pienemmalld
voimalla hauislihas pystyy tukemaan kuormaa F . Kisi 2 on siis vahvempi.

Lasketaan kulmakiihtyvyys litkeyhtdlostd, joka patee kithtyviassad pyorimislitk-
keessi olevalle kappaleelle:

> My =F,a—Gb= ]a,

m = 1,9 kg on kisivarren mas-

b

. . . . 1
jossa | on kisivarren hitausmomentti | = gﬁ%z

sa ja ¢ = 0,38 m kisivarren pituus. Kulmakiihtyvyydeksi kyynarnivelen F ympari
saadaan

F,a—Gb
o=— 5
[
— e

jossa G = mgja b= ¢/2 seki



0,38 m
V(0,38 m)? 4 (0,035 m)’

F, = F, cosar=160N- =159,3N.

Kulmakiihtyvyys on

¢
Foa—Gb Twe=m2
I

2
— — e

0,38 m

k
1593—5_.0,035m —1,9kg-9,81m/s’-
_ m/s 2 ~ 22rad/s’.

; 1,9kg-(0,38 m)”

Huom.! Kisien nopeutta ei voida vertailla edellisen kaltaisen voimalaskun avul-
la, mutta tata ei tehtdvissa kysyttykaan.

39. Koska liikevastusvoimia voidaan pitdd vihiisind, sovelletaan mekaanisen
energian siilymislakia. Painovoima tekee tyotd ja muuntaa potentiaalienergiaa
litke- ja rotaatioenergiaksi:

5, 1
m,oh=—my" +— Jw
h="m 2]

1 , 11 2(p P
/ﬂlgb—giﬂlﬁ +EEMR [E] 5

josta saadaan

71, gh :5”71”2 +—m’.

Ratkaistaan loppunopeus, jolloin saadaan

m
2:120kg-9,81—-1,7m
2 b 5 2 b
= ml% = 1 5 %5,01’1’1/5.
m,+—m 120kg +—-75kg
2 2

40. Sovitaan ampdrin potentiaalienergian nollataso amparin ala-asemaan. Pu-
donneella dampirilld ei ole potentiaalienergiaa lopussa mutta on liike-energiaa.
Osa alussa olleesta potentiaalienergiasta kuluu liikevastusten voittamiseen.
Tyoperiaatteen mukaan systeemiin tehty tyé on yhtd suuri kuin systeemin ener-

gian muutos. W =AE eli kitkatyé W, = E; —E., josta E =W, +E el
ampirin potentiaalienergian muutos on yhti suuri kuin kitkamomenttia vastaan

tehdyn tyon ja systeemin litke-energian summa lopussa. Systeemilli on myo6s
pyorimisenergiaa, ja kitkatyé on

M,
W, =F, -As=—=rAp=M,Ap.

r

Oletetaan, ettd koysi ei veny eikd liu’u, jolloin



1 1
mgh =W, —1—57m2 —|—§]w2,

jossa 4 on pudotuskorkeus.

Kulmanopeus on w = z ja kiertyma
r

h h h
Ap=2n-n=2n—=21-—=—,
p 2nr  r

jolloin
1 1 ?
mgh =M Ao +—m’ _|__][£]
' 2 27 \r

b1 10
mgb_M“;:Ewpz—i_E]r_z

J

M, 1,
h(mg ———)=—v"(m+-=).
r 2 r

Ratkaistaan yhtilostd nopeus:

M
2h(mg ——+)
2 r

[) =
m-i-lz
r
M
Zb[mg—“] 2-32 m[leg-9,81m/52 —é’ggNOm
I ]7" = 0,028k > 2 m %6,51’1’1/8.
m+L 12kg+ - B0
r (0,090 m)

41. a) Karuselli ja lapset muodostavat systeemin, jonka hitausmomentti
pienenee, koska massa pysyy samana, mutta sijoittuu lihemmiksi
pyorimisakselia. Koska py6rimismairi sdilyy, systeemin kulmanopeus suurenee.

b) Vastaavasti kun lapst siirtyy ulkokehaille, kulmanopeus pienence.



42. 2) Valitaan momenttipisteeksi korokkeen reuna. Kappaletta pyrkivat kain-
tamadn painovoima ja tyontévoima.

Pythagoraan lauseen mukaisesti on

3 3
a’ —i—(zr)z =7, jolloin & —{—(Zr)z =’

7
Sivun z pituus on a = Tr ~ 0,661r. Kun tynnyri lihtee nousemaan korok-

keelle, tynnyri irtoaa alustasta, jolloin tukivoima alustasta tynnyriin on nolla.
Tynnyri on tasapainossa, joten momenttien summa minka tahansa akselin suh-
teen on nolla. Kulmakohdan suhteen F-x—G-a=0,josta F'-x =G-a.

Vaakasuoran voiman suuruus on

120kg-9,81m/sz-ﬁr
F=57_ - 4 ~1,0kN.
x —r

4

b) Voiman yhtilostd side supistuu pois, joten sateelld ei ole merkitysté tarvitta-
van voiman suuruuteen titd mallia kdytettdessa.

43. Pallon vierimista alaspdin voidaan tarkastella kdyttien mekaanisen energian
sailymislakia, kun ilmanvastus ja myos vierimisvastus on vahdinen. Valitaan
potentiaalienergian nollatasoksi pallon alustasta irtoamisen taso. Pallon vieries-
sd liukumatta alas painovoima tekee ty6td ja muuntaa pallon potentiaalienergiaa
translaatioenergiaksi ja kitkamomentti potentiaalienergiaa rotaatioenergiaksi.
Vierimisen loppuvaiheessa pallon siirtyessad alimmasta pisteestd nollatasolle
vastaavasti rotaatio- ja translaatioenergiaa muuntuu potentiaalienergiaksi. (Po-
tentiaalienergia siis muuttuu negatiivisesta nollaksi.)

1 1
mgh, :E;mz + mgh —l—E]wz

1
Sijoitetaan | :E]w ja v =wr sekd h= 0.

Nopeus potentiaalienergian nollatasolla on

/10
v =|—gbh,.
7g1



Pallon irrottua alustasta painovoima muuntaa translaatioenergiaa potentiaa-
lienergiaksi.
Yhtilostd

1

—mw® = mah
5 /817,

saadaan loppunopeudeksi

l, Lio,
20 8 5 5

hy=2_=27T _2) —2.095m~0,68m.
g g 7 7

44. a) Autot vetivat toisiaan puoleensa voimalla

~2,0-10° N.

Nm? 1200kg-1600k
F=n2" — 66725910 "~ S8 T8
r kg (2,5m)

Molemmat autot vetavit toisiaan puoleensa yhti suurella mutta vastakkaissuun-
taisella voimalla (Newtonin IIT laki).

b) Satelliitin liikeyhtils on Y. F = wa,. Gravitaatiovoima pakottaa satelliitin
ympyriradalle. Valitaan suunta keskipistettd kohti positiiviseksi, jolloin saadaan
skalaariyhtilo

2
v .
=m,, ——, jossa R on Maan side.

7T 2Ry 2R

m,

sat mMaa

Nopeus on

6,67259-10"" m* /ke*-5,974-10* k
p= |V O m /kg 5, & ~5,6 km/s.
2R 2-6,378-10°m

Yksikkotarkastelu:

Nm?
kgz
1m

1

5 3 2
AL, .
1ms s S

¢) Perehdy pakonopeuksiin oppikirjan mukaan. Katso sivut 131-133.

45. Kiven kiertoaika on T'= 2 h 15 min 16 s = 8116 s ja kiven ldhtonopeus eli
ratanopeus » = 17,37 m/s. Kiven kiertoradan pituus on

s=vT=1737m/s 8116 s = 140,97492-10° m.

Kiertoajasta ja kiven lentonopeudesta voidaan péitelld, ettd Annin pituus (heit-
tokorkeus) on niin pieni, ettd kiven lentoradan side = taivaankappaleen side 7.
Taivaankappaleen side on

s 140,97492-10° m

r=—

2n 2n

~ 22 44 km.



Kiven liikeyhtilé on Y. F = ma,. Gravitaatiovoima pakottaa kiven ympyrira-
dalle. Valitaan suunta keskipistettd kohti positiiviseksi, jolloin saadaan skalaa-
riyhtdlo

mM »’
— = ma,=m—,
r r

1) F =~

jossa gravitaatiovakio on v =6,67259-10"" Nm?*/kg”, » kiven massa, M tai-
2
vaankappaleen massa ja a, =2 normaalikiihtyvyys ympyriradalla.

r
Yhtilosti 1) saadaan supistamalla
M
2) Y—=v ? >
-

josta edelleen

w® 22436,86m-(17,37m/s)’ 5
M:TZ 057259 10" N ~101,4536-10" kg.

Taivaankappaleen tiheys on

M M 101,4536-10" kg

~ 2144 ko/m”.
v g

4 4
3 o 3 1(22436,86 m)’

Toinen tapa:
Merkint6jen selitykset ja perustelut 16ytyvit edellisesta ratkaisusta.

mN v
(1) F=~——=ma,= m— ,josta saadaan
r r

M

@ y—=2"
,
27r
3) v=
3) T
4nir°
4 M=pl7=p 3
Sijoitetaan M:n ja »:n lausekkeet yhtdlo6n (2), jolloin saadaan
45

5 P 3 wr _[27‘(’7‘]2

r T )

Tistd saadaan edelleen tiheydeksi

3 3
To_ T ~ 2144 kg/m’.

TG (81165)76,67259-107" 82 . 1 /kg?
S

P

Huom. 1: Tiheys voidaan siis laskea mittaamalla pelkistain kiertoaika, kun gra-
vitaatiovakio tunnetaan. Ilman kiven nopeutta ei kuitenkaan voida méarittdd
kappaleen sddettd, mikd my6s oli Anni Astronautin erds tutkimustehtivi.



Huom. 2: Tehtavissi on mainittu, ettd Anni seisoo kappaleen navalla. Anni
valitsi timan paikan siksi, ettd yleensa kappaleet pyorivit akselinsa ympari. Jos
Anni ei olisi heittinyt kived navalta, niin hin ei ehkd koskaan olisi nihnyt kivea
uudelleen, vaikka se olisi jadnyt kiertimain kappaletta.

Kappaleen navalla pinnan ratanopeus on nolla. Kaukana navasta pinnan rata-
nopeus voi olla suuri. Heitetyn kappaleen nopeus on heittonopeuden ja kappa-
leen pinnan nopeuden vektorisumma.

1
46. Valitaan suunta alaspdin positiiviseksi. Yhtilostd § = > g#° saadaan ajaksi

= B EEm s,
¢ \981m/s

Loppunopeus on

v=v,+g=0+g=981m/s’-2,67s ~26m/s.

47. Oletetaan, etta hyppaijan nopeus muuttuu lopulta pystysuoraksi. Tarkastel-
laan koko ajan nopeuden pystysuoraa komponenttia, joka alussa on nolla, kun
oletetaan, ettd lentokone lentdd vaakasuorassa hyppyhetkelld. Lasketaan hyp-
padjan nopeus 100 metrin pudotuksen jilkeen. Oletetaan, ettd alkuvaiheessa
ilmanvastus on vihiinen. Painovoima tekee ty6td ja muuntaa potentiaalienergi-
aa litke-energiaksi.

Mekaanisen energian siilymislaista 7gh = Ewi/z saadaan nopeudeksi

v =1J2gh =+/2-9,81m/s’-100m ~ 44,3 m/s.

Alkuvaiheen jilkeen litke on hidastuvaa. Lasketaan aika, jonka kuluessa nopeus
pienenee arvoon 5,0 m/s. Loppunopeus on » = », + at, josta saadaan

~ — 44,29
P yOZS,Om/s , Zm/s%19’6s‘
a —2,0m/s

Tissd ajassa kuljettu matka on
1 1
s= W+Emf2 = 44,3m/s'19,65—|—5'(— 2,0m/s>)-(19,65)* ~ 480 m.

Laskuvarjohyppaijin on hypittiva vihintidn korkeudelta

100 m + 484 m = 580 m.

48. Nykyisen kisityksen mukaan ilmaan heitetty kappale litkkuu, koska sille on
annettu alkunopeus. Kappale pyrkii sailyttdimaan liiketilansa. Ilmalennon aikana
kappaleeseen vaikuttavat Maan vetovoima ja ilmanvastus. Jos ilmanvastusta ei
otettaisi huomioon, kappaleen litke vaakasuunnassa on tasaista liikettd (nopeus
v, on vakio) ja liike pystysuunnassa tasaisesti kithtyvaa litkettd (kithtyvyys 2 = g
on vakio). Kreikkalaisen ikivanhan tieteellisen nikemyksen virheellisyys nayttaa
meistd ilmeiseltd. On kuitenkin hyvi muistaa, ettd jotkin meiddn nykyiset tie-
teelliset nikemyksemme saattavat tulevien sukupolvien mielestd nayttid yhtd
selvisti virheellisilti. Tiede muuttuu koko ajan ja jokaisella ajalla on omat tie-



teelliset ndikemyksensa. Uusilla ja yhid paremmilla mittauslaitteilla saadaan koko
ajan uutta ja entistd tarkempaa tietoa. Joskus vanhoja nidkemyksid joudutaan
kokonaan tai osittain muuttamaan.

49. Valitaan koordinaatisto siten, ettd origo on heittopisteessd. Sovitaan suunta
alaspdin positiiviseksi. Kun ilmanvastusta ei oteta huomioon, pallon liikettd
voldaan pitdd tasaisesti kithtyvina.

1
a) Pallon kulkema matka saadaan yhtdlostd » =7+ 5y a’.

Ratkaistaan lentoaika yhtilostd
L2 4y t—h=0,
2

jolloin saadaan

— 2_4.8.—
ﬂoﬂ:\/ﬂo 4 5 (—h) :_”oi /voz—l—zg/?

2.8 &
2

=

B —15m/s++/(15m/s) +2:9,81m/s> 114 m
9,81m/s”

= 3,5s.
Hylitdan negatiivinen tulos —6,6 s. Pallo térméa maahan 3,5 s kuluttua.
b) Pallon nopeus on
v=v,+ g =15m/s+9,81m/s*-3,53s 50 m/s.

Pallon nopeus maahan tormaimisen hetkelld on 50 m/s.
Tilannetta voidaan tarkastella my6s mekaanisen energian sailymislain avulla:

1 1
mgh, + Ewi/az = mgh, +Em012.

Valitaan potentiaalienergian nollatasoksi maanpinta (4, = 0).
Loppunopeudeksi saadaan

b, =~2gh 47 =+/2:9,81m/s’ 114 m + (15m/s)* ~ 50m/s.

Tehtavan ratkaisussa el ole otettu huomioon ilmanvastusta. Pallo heitetdan
korkealta ja loppunopeus on suuri, joten todellisuudessa ilmanvastus pidentad
merkittivisti pallon lentoaikaa ja loppunopeus on pienempi kuin laskettu arvo.



50. Ilmanvastusta ei oteta huomioon ja pystysuoran heittolitkkeen ratkaisussa
kaytetddn mekaanisen energian sdilymislakia. Kiven ylospiin nousemisen aikana
painovoima tekee ty6td ja muuntaa litke-energian potentiaalienergiaksi. Putoa-
misen aikana painovoima tekee tyotid ja muuntaa potentiaalienergian liike-
energiaksi. Sovitaan rotkon pohja potentiaalienergian nollatasoksi ja ratkaistaan
loppunopeus » yhtilosta

1 1
mg/H—Emvé :Emvz,

jolloin saadaan

v =02 +2gh =J(18m/s)’ +2-9,81m/s’-49m ~ 36 m/s.

Sovitaan suunta ylospiin positiiviseksi, jolloin rotkon pohjaan osumisen nope-
us on » = —36m/s.

Koska litke on tasaisesti kithtyvia, loppunopeus saadaan yhtélostd » =, — g7,

josta saadaan tapahtumaan kulunut aika

—» 1 —(—
= Yo v = Sm/s ( 3261'11/5) %5,58.
g 9,81m/s

Kivi putoaa 5,5 sekunnin kuluttua rotkoon nopeudella 36 m/s.

51. Ilmanvastusta ei oteta huomioon, jolloin kiven litke on pystysuunnassa ta-
saisesti kithtyvai ja vaakasuunnassa tasaista.

1
Yhtilostd b =— gt* saadaan putoamisajaksi

2
25 2-32m
t= |—=. """~ 2,55s.
g 9,81m/s
Kantama on

x=uv,t=22m/s-2,55s ~ 56 m.

Lasketaan nopeuden suunta ja suuruus maahan osumisen hetkelld. Sovitaan
suunta ylospdin positiiviseksi. Nopeuden suuruus saadaan yhtilostd

V= \/7}},2 —|—ﬂX2 = \/(—gz‘)z + ﬁxz

= \/(—9,8132-2,555)2 +(22m/s)® &~ 33m/s.
S

Nopeus y-suunnassa on » =z, — gf. Koska kivi heitetadn rantatormaltd vaa-
kasuoraan, on », = 0. Silloin v = —g.

Nopeuden suuntakulma vaakatasoon nihden saadaan yhtilosti

9.81 2.2 55
— , (R 5 S
'y _—o s°

tanoy = —— = = , josta o & —49°.
Vo Ve 22m/s

Kiven kantama on 56 m vaakasuuntaan, nopeuden suuruus 33 m/s ja suunta-
kulma 49°. Nopeuden suunta on vaakatasosta vinosti alaspiin.



52. Kun ilmanvastusta ei oteta huomioon, kappaleen litkettd voidaan pitai ta-
saisesti kithtyvina liikkeend pystysuunnassa ja tasaisena litkkeend vaakasuunnas-
sa.

1) Miaritetain nopeuden komponentit hetkelld 7= 3,0 s:
v, =1, cosq, =50m/s-cos60°=25m/s
v, =, sinq, — g = 50m/s-sin60°—9,81m/s”-3,0s ~ 13,9m/s.

Nopeuden suuruus (itseisarvo) on

p =02 +02 =y(25,0m/s] +(13,9m/s)* ~ 29m/s.
Lasketaan nopeuden suuntakulma yhtalosta

v, 13,9m/s
tanq =—=—"———"—,
v 25,0m/s

X

jolloin saadaan « & 29° vaakatasosta ylospain.
2) Lasketaan kappaleen paikan koordinaatit ajan 7 funktiona:

m m
x =p,c080y, +# =50—-cos60°-# =25—-¢
s S

. 1,
) =rsInQ; -t—zgz‘

1
:SOE-Sin6O°-t—E-9,81m/s2-z‘2
S

— 43,301 — 491222,
S S

t/s x/m | y/m
1 25 38
2 50 67
3 75 86
4 100 95
5 125 94
6 150 83
7 175 63
8 200 32
© 225 | -9




m K

100

80

60

40

20

>
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220M

53. a) 1) Ej, koska nopeus ei ole tasaista pystysuorassa heittolitkkeessa.

2) Ei, koska pystysuorassa heittolitkkeessd nopeus muuttuu positiivisesta nega-
tiiviseksi.

3) Kylld, koska kiihtyvyys on vakio ja negatiivinen (hidastuva liike) ja nopeus
muuttuu kuvassa positiivisesta negatiiviseksi.

4) Ei, koska kiihtyvyyden tulee olla piirroksessa vakio.

5) Kylld, koska kiihtyvyys on vakio ja negatiivinen.

b) Kivi, joka putoaa vedessa: kiveen vaikuttavat voimat ovat painovoima, noste
ja viliaineen vastus.

Karusellissa oleva henkil6: henkil66n vaikuttavat voimat ovat painovoima, le-
pokitka ja seinidstd henkil66n kohdistuva tukivoima.

Q]

54. a) Painovoima tekee tyOtd ja muuntaa potentiaalienergiaa litke-energiaksi.
Kitkamomentti tekee tyotd ja muuntaa osan potentiaalienergiasta rotaatioener-
giaksi. Lihtokorkeus katon reunasta mitattuna on /= 6,0 m-sin 35° = 3,441 m.
Systeemin ulkoiset vastustavat voimat, kuten ilmanvastus, voidaan olettaa vi-
hiisiksi. Silloin sylinterin potentiaalienergia muuttuu vierimisen aikana etenemi-
sen ja pyorimisen litke-energiaksi ja mekaanisen energian sdilymislakia voidaan
soveltaa:

T 2.1, 5
mgh = —mv” +— Jw
8= >/

ja edelleen

1 11 ’
mgh =—mv® +—-—mr’ [Z]
2 22

1 1
== +—0"==1"
2 4 4




Sylinterin nopeus katon reunalla on

4.981m/s*-3,441
_1,4?/9:\/ ’m/; A 6.709m/s.

Sylinterin kulmanopeus on

v 6,709m/s

r 0,18m

~~ 37rad/s.

b) Katon reunan jilkeen sylinterin liikettd voidaan tarkastella vinona heittoliik-
keend, jonka alkunopeus », = 6,709 m/s.

Alkunopeuden vaakakomponentti
v, =1,c0835°=6,709m/s-cos 35° = 54957 m/s.
Alkunopeuden pystykomponentti on

v,, =1,51135°=6,709m/s-sin35° = 3,8481m/s.

0y

Pystysuunnassa sylinteri putoaa heiton aikana 5,0 metrin matkan, joten yhtilos-
ta

L
J= [/O ]l‘ + e gZL
2
saadaan ratkaistua putoamisaika:

1
ngz +v,,t—y=0

1
_”O] :I: \/(”O‘y )2 - 4 : E g : (_J/)

1

2.
54

=

—3.8481m/s i\/(3,8481m/s)2 —4-;9,81m/52 «(=5,0m)

2-l~9,81m/sz
2

Tdman yhtdlon ratkaisuina saadaan putoamisajaksi
+=0,6909 s (tai #= —1,475s).

Hyvaksytddn vain ajan positiivinen arvo. Tdssd ajassa sylinteri litkkuu vaaka-
suunnassa matkan

x =0, t="5,4957m/s-0,6909s ~ 3,8 m.



